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𝑦(𝑥)  = Nilai fungsi 𝑓 pada 𝑥 
𝑦′(𝑥)   = Nilai turunan fungsi 𝑓 pada 𝑥 
𝑎𝑛  = Koefisien 
𝑥   = Variabel bebas 
𝑦   = Variabel tak bebas 
𝑦ℎ     = Solusi umum persamaan diferensial homogenya 
𝑦𝑝  = Solusi khusus atau variasi parameternya                                
𝑄  = jumlah barang yang diminta 
𝑃  = Harga barang per unit   
𝑎  = Angka konstanta 
𝑏  = Gradient atau kemiringan  
𝑄𝑠  = Fungsi penawaran 
𝑄𝑑  = Fungsi permintaan 
<  = Tanda lebih kecil 
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Judul : Solusi Persamaan Differensial Linear Tak Homogen dengan Metode    
VariasiParameter (Model Pasar dengan Ekspektasi Harga) 
Skripsi ini membahas tentang persamaan differensial yang merupakan suatu 
persamaan yang menyangkut satu atau lebih fungsi (peubah tak bebas) beserta 
turunannya terhadap satu atau lebih variabel bebas yang terlibat, maka ada dua 
persamaan differensial yaitu persamaan differensial biasa (PDB) dan persamaan 
differensial parsial (PDP). Jenis persamaan differensial dapat dilihat dari bentuk, 
orde, koefisien dan kelinearannya.sehingga banyak cara untuk menyelesaikannya 
Salah satu metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan suatu persamaan 
defferensial adalah metode variasi parameter. Tujuan dari penelitian ini yaitu 
untuk mendapatkan solusi persamaan differensial linear tak homogen dengan 
metode variasi parameter (Model pasar dengan ekspektasi harga). Dalam skripsi 
ini di bahas tentang cara mendapatkan solusi persamaan differensial linear tak 
homogen dengan metode variasi parameter (Model Pasar dan Ekspektasi 
Harga).Di mana hasil untuk mendapatkan solusi persamaan differensial linear tak 
homogen dengan metode variasi parameter menggunakan Model Pasar dan 
Ekspektasi Harga sebagai berikut 
𝑦 = −12𝑒−𝑥 cos 2𝑥 + − 1𝑒−𝑥 sin 2𝑥 + 𝑒−𝑥 cos 2𝑥 . 18𝑒𝑥 cos 2𝑥 − 9𝑒𝑥 sin2𝑥
+ 𝑒−𝑥 sin2𝑥. 9𝑒𝑥 cos 2𝑥 + 18𝑒𝑥 sin2𝑥 
 
Kata kunci: Variasi Parameter, Persamaan Differensial Linear, Model Pasar 







A. Latar Belakang 
Berkembangnya berbagai ilmu pengetahuan telah banyak memberikan 
sumbangan pemikiran untuk dapat menyelesaikan berbagai permasalahan yang 
muncul. Dalam perkembangan dan kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi, 
Ilmu matematika memberikan sumbangan yang besar dalam pemecahan masalah. 
Kemajuan teknologi yang sangat mengagumkan ini tidak mungkin dapat terjadi 
tanpa bantuan matematika. Peran utama matematika yaitu memberikan cara 
berfikir yang jelas, logis, tepat dan konsisten sebagai sarana pengembangan ilmu 
pengetahuan. Salah satu cabang dari matematika adalah persamaan diferensial.Al-
Quran dan Al-Hadits yang merupakan tuntunan umat Islam dalam menjalankan 
roda kehidupan di dunia dan sebagai sumber ilmu pengetahuan, Allah telah 
berfirman dalam QS. Al-Qomar/58:11 yang berbunyi: 
                 
Terjemahnya: 
 “ Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”.1 
Ayat di atas mengajarkan kepada mereka bahwa keimananlah yang 
mendorong mereka berlapang dada dan menaati perintah. Ilmulah yang membina 
jiwa, lalu dia bermurah hati dan taat. Kemudian iman dan ilmu itu mengantarkan 
                                                          
1Departemen Agama RI, Al-Qur’an dan Terjemahannya (Jakarta: Yayasan Penyelenggara 




seseorang kepada  derajat yang tinggi disisi Allah.  Derajat ini merupakan imbalan 
atas tempat yang diberikan dengan suka hati dan atas kepatuhan kepada perintah 
rasulullah.  Dia memberikan balasan berdasarkan ilmu dan pengetahuan akan 
hakikat perbuatanmu dan atas motivasi yang ada dibalik perbuatan itu. 
Sebagian besar masyarakat menganggap matematika hanya merupakan 
ilmu menghitung bilangan-bilangan dengan menggunakan beberapa operasi dasar 
yaitu: tambah, kurang, kali dan bagi. Seiring perkembangan zaman, ilmu 
matematika berkembang dan hadir sebagai hal yang mendasar dan perlu dipelajari 
pada setiap disiplin ilmu. Matematika bersifat abstrak, dapat disimbolkan dengan 
bermacam-macam variabel, sehingga mempunyai kemungkinan besar untuk 
diterapkan dalam berbagai disiplin ilmu. Dalam suatu fenomena yang semakin 
kompleks maka perlu adanya metode penyelesaian agar dapat terselesaikan. Salah 
satu dari metode untuk menyelesaikan permasalahan  dalam model matematika 
adalah dengan metode variasi parameter. 
Salah satu model matematika yang cukup penting adalah persamaan 
diferensial. Persamaan differensial merupakan persamaan yang memuat turunan 
satu (atau beberapa) fungsi yang tak diketahui. Persamaan differensial seringkali 
muncul dalam model matematika yang mencoba menggambarkan keadaan 
kehidupan nyata. Banyak hukum-hukum alam dan hipotesa-hipotesa yang dapat 
diterjemahkan ke dalam persamaan yang mengandung turunan melalui bahasa 




                                    
                 
Terjemahnya:  
“Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak 
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), 
dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-
ukurannya dengan serapi-rapinya”.2 
 
Kata al-mulk adalah kepemilikan dan penguasaan atas sesuatu sekaligus  
menundukkanya sesuai kehendak pemilik. Ketika ayat di atas menyatakaan bahwa 
langit dan bumi hanya milik Allah, maka itu berarti  bahwa disamping 
kepemilikan-nya,  keduanya pun di bawah kendali dan pengaturan-nya semata-
mata. Dengan demikian, langit dan bumi tidak memiliki kemandirian dan 
kebebasan dalam segala kegiatannya kecuali atas dasar restu dan kehendak allah, 
sebagai pemilik dan pengelolahnya. Allah yang memiliki kerajaan langit dan bumi 
sehingga sangat wajar jika dia mengutus rasul dan memberi tuntutan. Tidak ada 
juga bagi-Nya satu sekutupun dalam kekuasaan-Nya, sehingga tidak ada penguasa 
di alam raya ini kecuali Dia semata dan disamping itu Dia telah menciptakan 
segala sesuatu. Tidak ada yang maujud kecuali hasil ciptaan-nya.3 Ayat tersebut  
Semua yang ada di alam ini, ada ukurannya, ada hitungannya, ada 
rumusnya atau ada persamaannya. Ahli matematika atau ekonomi tidak membuat 
suatu rumus sedikitpun, tetapi mereka hanya menemukan rumus atau persamaan 
                                                          
2Departemen Agama RI, Al-Qur’an dan Terjemahannya (Jakarta: Yayasan Penyelenggara 
Penerjemah/Penafsir Al-Qur’an, 2005), h.  




tersebut. Apabila dalam kehidupan terdapat suatu permasalahan, manusia harus 
berusaha untuk menemukan selesaiannya atau solusinya. 
Keadaan inilah yang merupakan persoalan pada banyak model-model 
matematika, sehingga untuk memperoleh suatu persamaan differensial yang 
melukiskan suatu persoalan dalam kehidupan nyata, biasanya diambil pemisalan 
bahwa keadaan sebenarnya diatur oleh hukum-hukum yang sangat sederhana yang 
biasanya sering dibuat pemisalan yang ideal. Telah ada penelitian sebelumnya 
mengenai variasi parameter, yaitu sebuah jurnal tentang” Metode Variasi 
Parameter Untuk Penyelesaian PD Linear Tak Homogen Orde-2”. Dalam jurnal 
tersebut membahas sedikit mengenai variasi parameter sebagai salah satu metode 
dalam menyelesaikan persamaan differensial.  
Persamaan differensial merupakan masalah matematika yang berkaitan 
dalam masalah Analisis, Aljabar, Geometri dan yang lainnya yang  sangat 
berperan dalam pengenalan konsep maupun pemecahan masalah yang berkaitan 
dengan dunia nyata. Klasifikasi lain dari persamaan differensial bergantung pada 
banyaknya fungsi yang tidak diketahui yang akan ditentukan. Jika hanya satu 
fungsi yang tidak diketahui yang akan ditentukan, maka dengan satu persamaan 
differensial saja sudah cukup untuk menentukan fungsi tersebut. Akan tetapi, jika 
terdapat dua atau lebih fungsi yang tidak diketahui yang harus ditentukan, maka 
persamaan differensial yang dibutuhkan tidak cukup hanya satu, melainkan 
berupa sistem persamaan differensial.4 
                                                          




Sebagai langkah pertama untuk menerangkan interaksi di antara para 
pembeli dengan para penjual perlulah terlebih dahulu diterangkan teori 
permintaan dan teori penawaran. Teori permintaan menerangkan tentang sifat 
permintaan dan para pembeli terhadap suatu barang. Sedangkan teori penawaran 
menerangkan sifat para penjual dalam menawarkan suatu barang yang akan dijual. 
Dengan menggabungkan permintaan oleh pembeli dan penawaran oleh penjual 
akan dapat ditunjukkan bagaimana interaksi antara pembeli dan penjual, akan 
menentukan harga keseimbangan atau harga pasar dan jumlah barang yang akan 
diperjual belikan.  
Persamaan differensial biasa, ada yang dikenal dengan nama persamaan 
differensial linear tak homegen. Untuk  menyelesaikannya ada beberapa metode 
yang dapat digunakan, diantaranya adalah metode koefisien tak tentu dan variasi 
parameter. Dimana metode koefisien tak tentu membutuhkan asumsi awal yang 
terkait dengan bentuk solusi khusus. Hasil asumsi ini disubtitusikan ke dalam 
persamaan terkait untuk menentukan koefisiennya. Jika berhasil, maka solusi 
khusunya telah ditemukan. Akan tetapi, apabila gagal berarti solusi yang 
dimaksud tidak sesuai dengan bentuk yang telah diasumsikan. Sedangkan metode 
variasi parameter merupakan metode yang lebih umum dibandingkan metode 
lainnya. Selain itu, metode ini juga tidak menggunakan asumsi yang lebih detail 
tentang bentuk solusi khusus persamaan differensial tak homogen yang berkaitan, 




Hal inilah yang memotivasi penulis untuk mencoba menguraikan masalah 
tentang “Penyelesaian persamaan differensial tak homogen dengan metode 
variasi parameter (Model Pasar dengan Ekspektasi Harga)”. 
B. Rumusan Masalah 
Berdasarkan uraian latar belakang di atas, maka pokok permasalahan 
dalam penelitian ini adalah bagaimana solusi penyelesaian persamaan differensial 
linear tak homogen dengan metode variasi parameter (Model pasar dengan 
ekspektasi harga)? 
C. Tujuan Penelitian 
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dalam penelitian ini 
adalah untuk mendapatkan solusi persamaan differensial linear tak homogen 
dengan metode variasi parameter (Model pasar dengan ekspektasi harga). 
D. Manfaat Penelitian 
Manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 
1. Bagi Penulis 
Sebagai sarana pengaplikasian ilmu yang telah diperoleh dalam kehidupan 
sehari-hari serta menambah wawasan penulis tentang metode variasi 
parameter. 
2. Bagi Universitas Islam Negeri (UIN) Alauddin Makassar 
Menambah perbendaharaan skripsi perpustakaan Universitas Islam Negeri 





3. Bagi Pembaca  
Dapat menambah pengetahuan pembaca yang tertarik pada ilmu matematika 
serta memberikan referensi bagi pengembang ilmu atau penelitian 
selanjutnya. 
E. Batasan Masalah  
Dalam penelitian ini, penulis membatasi ruang lingkup permasalahan 
antara lain, 
1. Fungsi yang digunakan merupakan fungsi aljabar dan terbatas pada orde-
2 
2. Fungsi permintaan dan penawaran dalam keadaan seimbang. 
F. Sistematika Penulisan 
Secara garis besar, sistematika penulisan tugas akhir ini dibagi menjadi 
tiga bagian, yaitu bagian awal, bagian isi dan bagian akhir. 
1. Bagian awal 
Bagian awal terdiri dari sampul, daftar simbol, daftar lampiran, daftar isi, kata 
pengantar, judul, persetujuan pembimbing, pengesahan,. 
2. Bagian isi 
Bagian isi terbagi atas lima bab, yaitu: 
a. BAB I Pendahuluan 
Bab ini berisi alasan pemilihan judul, rumusan masalah, tujuan penelitian, 
manfaat penelitian, batasan masalah dan sistematika penulisan. 




Bab ini dikemukakan hal-hal yang mendasar dalam teori yang dikaji, 
yaitu tentang persamaan differensial linear tak homogen, metode variasi 
parameter. 
c. BAB III Metode Penelitian 
Bab ini dikemukakan jenis penelitian, lokasi dan waktu penelitian serta 
prosedur penelitian. 
d. BAB IV Hasil dan Pembahasan 
Bab ini menjelaskan mengenai solusi persamaan differensial linear tak 
homogen dengan metode variasi parameter beserta kasusnya dalam 
Model pasar dengan ekspektasi harga.  
e. BAB V Kesimpulan dan Saran 
Bab ini berisi penutup yaitu kesimpulan dan saran. 
3. Bagian akhir 






A. Persamaan Diferensial 
Banyak masalah yang sangat penting dalam mesin, ilmu fisika, ilmu social 
dan yang lainnya. Ketika memformulakan dalam bentuk matematika  
mensyaratkan fungsi yang memenuhi persamaan yang memuat satu atau lebih  
turunan-turunan dari  fungsi  yang tidak diketahui. Persamaan- persamaan diatas 
disebut persamaan differensial. 
Secara umum Persamaan differensial adalah suatu persamaan yang 
melibatkan satu atau lebih turunan fungsi yang belum di ketahui, atau Persamaan 
differensial di bagi dalam dua kelas yaitu biasa dan parsial. Persamaan differensial 
biasa (ordinary differential equation) di singkat PDB, adalah suatu persamaan 
differensial yang melibatkan hanya satu variabel bebas dan persamaan differensial 
parsial (partial differential equation) di singkat PDP, adalah suatu persamaan 
differensial yang melibatkan dua atau lebih variabel bebas. Suatu persamaan 
differensial dikatakan linear jika tidak ada perkalian antara variabel-variabel tak 
bebas dan derivatif- derivatifnya. Dengan kata lain, semua koefisiennya adalah 
fungsi dari variabel-variabel bebas. Suatu persamaan differensial yang tidak linear 
dalam himpunan semua variabel tak bebas secara sederhana tak linear.5 
Maka suatu persamaan differensial biasa dapat dinyatakan dalam bentuk , 
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦 ,,, … , 𝑦(𝑛)) = 0    (2.1) 
                                                          
5 Didit Budi Nugroho, Persamaan Diferensial Biasa dan Aplikasinya, (Salatiga:Graha 





Dari turunan yang membentuk dalam persamaan differensial akan 
menentukan jenis dan klasifikasi persamaan differensial itu sendiri. Persamaan 
differensial adalah suatu persamaan yang melibatkan sebuah fungsi, katakan y, 







+ 3𝑦 − 7 sin 𝑥 + 4𝑥 = 0 dan 𝑑𝑦 =
(𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥 persamaan yang pertama juga dapat dituliskan 𝑦′′ + 2𝑦′ + 3𝑦 −
7 sin 𝑥 + 4𝑥 = 0. 
Orde persamaan differensial adalah orde dari turunan berorde tertinggi 
yang ada padanya. Yang pertama dari persamaan di atas adalah berorde dua dan 
yang kedua adalah berorde satu.6 
Derajat atau pangkat dari suatu persamaan differensial adalah pangkat dari 
derivatif yang mempunyai tingkat tertinggi dari persamaan tertentu.7 
Persamaan differensial merupakan suatu hubungan yang dinamis, dengan 
kata lain kuantitas-kuantitas yang berubah, sehingga sering kali muncul dalam 
permasalahan baik dalam bidang sains maupun rekayasa. Orde dari suatu 










𝑦2 sin 𝑥 = 0     adalah sebuah persamaan orde - kedua 
                                                          
6 Frank Ayres, Jr.,Ph.D, Kalkulus Edisi Keempat (Jl.H.Baping Raya No. 100, Erlangga, 
2004). h 361 
7 Fendi Alfi Fauzi. Persamaan Diferensial. (http://pd-completed.pdf-Adobe.Reader). 










+ 𝑒4𝑥 = 0  adalah sebuah persamaan orde - ketiga8 
Bila ditinjau persamaan differensial, 
𝑦′ = 𝑥𝑦      (2.2) 
Dapat di pahami bahwa y adalah fungsi yang tidak diketahui dari x. Sebuah fungsi 
f disebut solusi atau penyelesaian suatu persamaan differensial jika persamaan itu 
dipenuhi ketika y=f(x) dan turunan-turunannya di subtitusi kedalam persamaan. 
Jadi f adalah solusi persamaan (2) jika 
𝑓1(𝑥) = 𝑥𝑓(𝑥) 
Untuk semua nilai x dalam selang tertentu. Ketika diminta untuk menyelesaikan 
suatu persamaan differensial, diharapkan menemukan semua solusi yang mungkin 
dari persamaan tersebut. Pernah menyelesaikan sejumlah persamaan differensial 
sederhana, yakni yang berbentuk 
𝑦′ = 𝑓(𝑥) 
Solusi dari persaman differensial dalam fungsi y yang tidak diketahui dan 
variabel independen x pada interval f adalah fungsi y(x) yang memenuhi 
persamaan differensial secara identik untuk semua x dalam f. solusi umum sebuah 
persamaan adalah rumus yang menggambarkan sebuah solusi dari persamaan 
tersebut. Dengan demikian, solusi umum dari persamaan differensial berorde n 
akan memuat sebarang n konstanta. 
                                                          
8 K.A.Stroud, Matematika Teknik Edisi Kelima, ( Jl.H.Baping Raya No. 100, Erlangga, 





Untuk memecahkan differensial, kita harus mencari fungsi yang 
memenuhi persaman itu, artinya yang membuat persamaan itu benar. Hal ini 
berarti bahwa kita harus mengulah persamaan tersebut sedemikian rupa sehingga 
semua koefisien differensialnya hilang dan tinggalkan hubungan antara y dan x.9 
Berdasarkan jumlah variabel bebas, variabel tak bebas, fungsi turunan dan 
pangkat dari fungsi turunan, persamaan differensial dapat dikelompokkan menjadi 
persamaan differensial biasa adalah persamaan differensial yang mengandung satu 
atau lebih fungsi (peubah tak bebas) beserta turunannya terhadap satu peubah 
bebas dan persamaan differensial parsial Persamaan differensial  mengandung 
satu atau lebih fungsi (peubah tak bebas) beserta turunannya terhadap lebih dari 
satu peubah bebas.10 
B. Persamaan Differensial Linear  Tak Homogen 
1. Persamaan linear 
Persamaan differensial linear biasa, bilamana persamaannya hanya 
memuat satu variabel bebas x, satu variabel tak bebas y dan pangkat tertinggi 
dari fungsi turunan dalam persamaan tersebut adalah satu..11 Bentuk umum 
PD linear order n berikan: 
𝑎𝑛(𝑥)𝑦
𝑛+,… ,+𝑎1(𝑥)𝑦
1 + 𝑎0(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥)   dengan 𝑎𝑛(𝑥) ≠ 0 
𝑎𝑛(𝑥), … , 𝑎0(𝑥)  disebut koefisien PD.                                      (2.3) 
 
                                                          
9 K.A.Stroud, Matematika Teknik Edisi Keempat, ( Jl.H.Baping Raya No. 100, Erlangga, 
1996). H908 
10 Mudawamah, “Analisis persamaan diferensial pada model fluida dengan skema 
implisit”, Skripsi (Malang, Fak.Sains dan Teknologi UIN Malang, 2009),h 11 





PD disebut linear, jika memenuhi kriteria sebagai berikut, 
1. Tidak terdapat fungsi transenden dalam peubah tak bebas. 
2. Tidak terdapat perkalian antara peubah tak bebas dengan turunannya. 
3. Peubah tak bebas dan turunannya paling tinggi pangkat Satu. 
4. 𝑎𝑛𝑥 fungsi kontinu =0 
Contoh 2.2 











2. Persamaan Diferensial Non Linear 
Persamaan diferensial biasa non linear, bilamana persamaannya hanya 
memuat satu variabel bebas x, satu variabel tak bebas y dan bilaman 
persamaan memuat fungsi turunan lebih besar dari satu.  
Contoh 2.3 












Pada Contoh 2.3 merupakan persamaan differensial tak linear, karena dapat 
dilihat dari bentuk seperti 
dx
dy
y . Dari kedua contoh tersebut persamaan 





inilah yang disebut dengan solusi persamaan differensial. Dengan 
menyelesaikan masing-masing kedua contoh di atas maka akan diperoleh 
solusi  xfy  .12
 
Berdasarkan kelinieran (pangkat satu) dari peubah tak bebasnya 
persamaan differensial dibagi dua yaitu linier dan non linier. Dikatakan linier jika 
variabel terikatnya dan turunannya berpangkat 1  dengan koefisien konstanta atau 
koefisien yang tergantung pada variabel bebasnya. Jika tidak demikian maka 
persamaan differensial tersebut dikatakan non-linier.13  
Bila f(x)=0 maka disebut PD linear homogen sedang bila f(x)≠0 maka 
disebut PD linear tak homogen.14 
Persamaan differensial dikatakan homogen jika pada ruas kiri persamaan 
tersebut hanya mengandung variabel terikat beserta turunannya, sedangkan pada 
ruas kanan yang tersisa hanya 0, f '(x) = 0 . Jika di ruas kanan ada variabel bebas 
atau konstanta maka Persamaan Differensial tersebut dikatakan non-homogen, f 
'(x) ¹ 0  
Contoh 2.4 











                                                          
12 Kartono, 2012. Persamaan Diferensial Biasa Model Matematika Fenomena 
Perubahan. Yogyakarta : Graha Ilmu. Hal.3 
 
13 Mudawamah, “Analisis persamaan diferensial pada model fluida dengan skema 
implisit”, Skripsi (Malang, Fak.Sains dan Teknologi UIN Malang, 2009),h. 10. 















































1r dan 2r  bergantung dari nilai D, yaitu : 
a. Bila 0D  maka 21 rr   (akar real dan berbeda) 
Jika akar-akar persamaan karakteristik adalah real dan semuanya berbeda, 
maka solusi persamaan 
xrxrxr neee ,,, 21   merupakan bilangan real dan berbeda, 
21 rr  . Maka  
xr
exy 11   dan  
xr
exy 22   
       xycxycxycxy nnh  2211                                                           














Sebab acbD 42   maka persamaan 0342  rr  dengan 4,1  ba  
dan 3c  dapat diperoleh      43144
2
D , sehingga 0D  maka 
21 rr   merupakan akar real dan berbeda. 
Subtitusikan rxey  , sehingga diperoleh persamaan karakteristik, yaitu: 
      034 '"  rxrxrx eee  
  0342  rrerx  










       
























r , atau 31 r  dan .12 r   





b. Bila 0D  maka 21 , rr  merupakan bilangan kompleks  (imajiner) 
Jika persamaan karakteristik mempunyai akar-akar kompleks, maka akar-akar 




necececxy  21 21 . Sehingga solusi kompleks 





  ,xie   yang mempunyai solusi realnya .sin,cos xexe xx    Jadi, solusi 









𝜆𝑥[(𝑐1 + 𝑐2) cos 𝜇𝑥 + (𝑐1 + 𝑐2): sin 𝜇𝑥] 
𝑦ℎ(𝑥) = 𝑒
𝜆𝑥[𝐴 cos 𝜇𝑥 + 𝐵 sin 𝜇𝑥] 
Keterangan: 
𝐴 = 𝑐1 + 𝑐2 
𝐵 = 𝑐1 − 𝑐2 
𝑒𝜇𝑖𝑥 = cos 𝜇𝑥 + sin 𝜇𝑥 
  xBexAexy xxh 
 sincos   






Tentukan solusi umum persamaan differensial 0"  yy .  
Jawab : 
Sebab acbD 4
2   maka persamaan 014 r  atau    .011 22  rr  
Untuk persamaan  12 r  dengan 0,1  ba  dan 1c  dapat diperoleh 
     41140 2 D dan untuk persamaan  12 r  dengan 0,1  ba  dan 
1c  dapat diperoleh      41140
2
D , sehingga 0D  maka 
4321 ,,, rrrr  merupakan bilangan kompleks atau imajiner. 





014 r  
   011 22  rr  
Untuk mendapatkan nilai 
21 , rr  digunakan rumus abc dimana ,0,1  ba dan
1c  




















12,1 r  
Untuk mendapatkan nilai 33 , rr  digunakan rumus abc dimana ,0,1  ba  
dan 1c  






























ir 2,1  
sehingga dapat diperoleh irrr  321 ,1,1  dan ir 4  
Jadi solusi umumnya adalah   xcxcececxy xxh sincos 4321 

 
c. Bila 0D maka 
21 rr   (akar real dan sama) 
Jika persamaan karakteristik mempunyai akar-akar yang sama, maka solusi 
umumnya tidak lagi mempunyai bentuk seperti Persamaan (4), tetapi 
mempunyai bentuk berikut : 
xrsxrxrxr exexxee 1111 12 ,,,,  . Jika akar-akarnya 
berulang sebanyak s kali  ns  , maka solusi umum Persamaan (4) adalah 





   
Jika akar-akar kompleks berulang sebanyak s kali,15 maka solusi umumnya 
adalah:  
   xxecxxecxecxecxy xxxxh 
 sincossincos 4321  
              
 7.2sincos 11 xexcxexc xsn
xs
n 
    
Contoh 2.8 
Tentukan solusi umum persamaan differensial : 044 '"  yyy .  
Jawab : 
Sebab acbD 4
2   maka persamaan 0442  rr  dengan 4,1  ba  
dan 4c  dapat diperoleh      04144
2
D , sehingga 0D  maka 
21 rr   merupakan akar real dan sama. 
                                                          






Misalkan rxey   maka dapat disubsitusikan ke persamaan differensial 
homogen sebagai berikut : 
      044 '"  rxrxrx eee  
  0442  rrerx
 










       











sehingga dapat diperoleh 
2
4
1 r  dan 2
4
2 r , atau 21 r  dan .22 r   






C. Metode Variasi parameter 
Dalam bagian ini akan dipakarkan metode lain yang dapat di gunakan 
untuk menentukan solusi khusus persamaan differensial tak homogen. Metode 
yang dikenal sebagai variasi parameter ini merupakan metode yang lebih umum 
dibandingkan deengan metode lainnya. Selain itu metode ini juga tidak 
mengunakan asumsi yang lebih detil tentang bentuk solusi khusus persamaan 
diferensial tak homogen yang berkaitan, sebagaimana halnya pada metode 
koefisien tak tentu.  
                                                          






Metode variasi parameter, merupakan salah satu metode sederhana dan 
penting peranannya dalam aplikasinya dalam bidan ilmu fisika, teknik dan 
rekayasa. Secara khusus metode ini biasanya digunakan untuk menentukan 
penyelesaian khusus, yp yang tidak dapat diselesaikan dengan metode koefisien 
tak tentu. Metode ini secara umum dapat digunakan untuk menentukan 
penyelesaian khusus,  yp dari persamaan differensial linear orde tinggi non 
homogen, baik dengan koefisien variabel maupun konstanta. Untuk  memudahkan 
pembahan pertama di tinjau persamaan diferensial linear non homogen orde dua.  




′ + 𝑎0(𝑥)𝑦 = 𝑟(𝑥) 
Dimana 𝑎2, 𝑎1, 𝑎0 dan r  adalah fungsi-fungsi dari x . penyelesaian umum            
persamaan differensial, diberikan oleh: 
𝑦 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝   (2.8)  
Dimana, 𝑦ℎ = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2, dan 𝑦𝑝 adalah penyelesaian khusus yang berkaitan 
dengan syarat r(x). Dengan metode variasi parameter, penyelesaian khusus 𝑦𝑝 
yang berkaitan dengan fungsi r(x) diturukan dari penyelesaian homogen, 𝑦ℎ =
𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2, dengan asumsi konstanta-konstanta 𝑐1  da 𝑐2 adalah fungsi-fungsi 
dari x. Oleh karena itu, penyelesaian khusus 𝑦𝑝, diberikan oleh, 
𝑦𝑝 = 𝑦1𝑢1 + 𝑦2𝑢2     (2.9) 
dimana, 𝑢1 dan 𝑢2 fungsi dari x, dan 𝑦1 dan 𝑦2 adalah fungsi-fungsi penyelesaian 
homogen. Fungsi 𝑢1 dan 𝑢2 persamaan 𝑦𝑝 diperoleh dari, 
𝑦1𝑢1
′ + 𝑦2𝑢2









′ = 𝑟/𝑎     (2.10) 













]    (2.11) 
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𝑑𝑥 dan 𝑢2 = ∫
𝑊2
𝑊
𝑑𝑥   (2.14) 
Secara umum metode variasi parameter diatas dapat digunakan untuk 
menentukan penyelesaian khusus, 𝑦𝑝 persamaan differensial linear non homogen 
orde tinggi yang diberikan oleh: 
𝑎𝑛(𝑥)𝑦
𝑛 + 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎1(𝑥)𝑦
′ + 𝑎0(𝑥)𝑦 = 𝑟(𝑥) 
dengan 𝑎𝑛(𝑥) ≠ 0, dan 𝑦
𝑛, 𝑦𝑛−1, …, 𝑦′′, dan 𝑦′ adalah linear berpangkat satu 
andaikan 𝑦1, 𝑦2, …, 𝑦𝑛 merupakan basis-basis penyelesaian differensial 
homogennya, penyelesaian umu persamaan differensial non homogen, diberikan 
oleh: 






𝑦ℎ = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 + 𝑐3𝑦3 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑦𝑛  (2.15) 
adalah penyelesaian umum persamaan homogen, dan 𝑦𝑝, penyelesaian khusus 
yang berkaitan dengan r(x). menurut metode variasi parameter penyelesaian 
khusus, 𝑦𝑝, diberikan oleh: 
𝑦𝑝 = 𝑦1𝑢1 + 𝑦2𝑢2 + 𝑦3𝑢3 + ⋯+ 𝑦𝑛−1𝑢𝑛−1 + 𝑦𝑛𝑢𝑛 
dimana 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, …, dan 𝑦𝑛 merupakan basis-basis penyelesaian persamaan 
homogen, dan 𝑢1, 𝑢2, …, dan 𝑢𝑛 adalah fungsi-fungsi dari x, dimana fungsi-
fungsi 𝑢1, 𝑢2, …, dan 𝑢𝑛 diperoleh dari: 







′ + ⋯+ 𝑦𝑛
′𝑢𝑛
′                        = 0 


































































 dan 𝑢2 = ∫
𝑊2
𝑊
𝑑𝑥   (2.16) 













Dimana W merupakan determinan matriks orde n, pada persamaan yang disebut 
Wronski, dan Wi, i= 1, 2, 3,…, n adalah determinan matriks berordo n  yang 
diperoleh dari W dengan mengganti kolom-i dengan koefisien pada kolom 
terakhir. 17 
D. Masalah Nilai Awal 
Untuk menentukan solusi tunggal dari persamaan differensial orde pertama 
cukup dengan memberikan suatu nilai dari solusi pada sebuah titik. Karena solusi 
umum persamaan orde kedua memuat dua konstanta sembarang maka cukup 
menspesifikasikan dua kondisi atau syarat yang dinamakan kondisi atau syarat 
awal, yaitu   00 kxy   dan   10
' kxy  . Disini 0x  merupakan nilai x yang 
diberikan, sedangkan 0k  dan 1k  merupakan konstanta yang diberikan. Jadi untuk 
menentukan solusi tunggal dari persamaan orde kedua adalah cukup 
menspesifikasikan sebuah titik yang berada pada kurva solusi dan kemiringan 
kurva pada sebuah titik.18 
Jaminan eksistensi solusi tunggal dari persamaan orde kedua diberikan 
oleh teorema eksistensi dan ketunggalan solusi untuk persamaan differensial orde 
kedua homogen maupun tak homogen yang menyatakan bahwa misalkan  xr  
kontinu pada interval buka   x  maka terdapat satu dan hanya satu fungsi 
 xyy   yang memenuhi persamaan diferensial, 
                                                          
17 Prayudi, Matematika Teknik (yokyakarta:Graha Ilmu,2006),h. 134-136 
 
18 Kartono, 2012. Persamaan Diferensial Biasa Model Matematika Fenomena 






 xrcybyay  '"  
dengan kondisi awal 
  00 yxy  dan 
   17.2'00
' yxy 
 
yang tertentu pada titik 0x  dalam interval itu. Jadi dalam teorema eksistensi dan 
ketunggalan ini, kondisi awal yang menentukan solusi tunggal merupakan kondisi 
– kondisi pada nilai dari solusi turunannya pada titik tunggal 0x  dalam interval 
itu. 
Contoh 2.9 
Selesaikan masalah nilai awal 
023 '"  yyy  
Yang memenuhi kondisi awal   10 y  dan   30' y  
Jawab: 
xx ececy 221
   
Maka 
xx ececy 221
' 2    
dengan mensubsitusikan kedua kondisi awal pada kedua persamaan ini maka 
diperoleh : 





Dari sini, 22 c  dan 11 c  
Jadi solusi khusus yang memenuhi kondisi – kondisi awal itu adalah 
xx eey 22    
Hanya berlaku ketika kondisi awalnya   10 y  dan   30' y . Dapat ditunjukkan 
bahwa akan didapatkan solusi yang berbeda jika kondisi awalnya berbeda. 
E. Permintaan 
Teori permintaan menerangkan tentang sifat permintaan para pembeli 
terhadap suatu barang. Teori permintaaan (Demand) merupakan salah satu faktor 
pertimbangan dari permintaan. Dalam literature ilmu ekonomi, teori permintaan 
diterangkan tentang hubungan antara jumlah permintaan dengan harga. 
Permintaan adalah banyaknya jumlah barang yng diminta pada suatu pasar 
tertentu dengan tingkat harga tertentu, pada tingkat pendapatan tertentu dan pada 
periode tertentu. Permintaan terhadap suatu barang dan jasa di artikan kuantitas 
barang dan jasa yang orang lain bersedia untuk membelinya pada berbagai tingkat 
harga dalam suatu periode tertentu. Di dalamnya terkandung makna konsumen 
memiliki keinginan untuk membeli suatu suatu barang dan jasa dengan kata lain 
konsumen memiliki keinginan untuk membeli suatu barang dan jasa dengan kata 
lain konsumen memiliki preferensi terhadap barang dan jasa sekaligus ia juga 
memiliki kemampuan, uang dan pendapatan untuk pembeli dalam rangka untuk 
memenuhi keinginannya. Kemampuan tersebut sering kali di beri istilah daya beli. 
Jadi, konsep permintaan terhadap barang dan jasa hanya memerhatikan konsumen 





permintaan adalah hubungan antara jumlah permintaan terhadap suatu barang 
dengan harga barang tersebut.19 
Beberapa factor yang dapat mempengaruhi permintaan dari seorang 
individu atau masyarakat terhadap suatu barang, di antaranya adalah sebagai 
berikut: 
1. Harga barang yang dimaksud. 
2. Tingkat pendapatan. 
3. Jumlah penduduk  
4. Selera dan ramalan/estimasi di masa yang akan dating 
5. Harga barang lain/ subsitusi. 
apabila faktor-faktor pada point 2 dan seterusnya dianggap tetap (pendapatan 
tetap/stabil, jumlah penduduk relatif konstan, selerah tidak berubah, perkiraan 
masa yang akan datang tidak ada perubahan, harga barang subsitusi relatif tetap 
dan lain-lain faktor yang mempengaruhi di anggap tidak ada atau tidak berubah), 
maka permintaan hanya di tentukan oleh harga. Artinya, besar kecilnya perubahan 
permintaan dideterminasi/ditentukan oleh besar kecilnya perubahan harga. Dalam 
hal ini berlaku perbandingan terbalik antara harga terhadap permintaan dan 
berbanding lurus dengan penawaran. Sebagaimana konsep asli penemunya (Alfred 
Marshall), maka perbandingan terbalik antara harga terhadap permintaan di sebut 
sebagai hukum permintaan. Dengan demikian, hukum permintaan adalah “ bila 
harga suatu barang naik, maka permintaan barang tersebut akan turun, sebaliknya 
                                                          





bila harga barang tersebut turun maka permintaannya akan naik “ ingatllah bahwa 
hukum permintaan ini hanya berlaku bila asumsinya terpenuhi.20      
Fungsi permintaan adalah fungsi yang menunjukkan hubungan antara 
variabel    harga (P) dengan variabel jumlah barang (Q) yang diminta. Fungsi 
permintaan sesuai dengan hukum permintaan yang menyatakan bahwa bila harga 
naik maka jumlah permintaan turun, dan bila harga turun maka jumlah permintaan 
naik 
Dengan menggunakan hukum permintaan, dapat dibuat kurva permintaan 
dapat di defenisikan sebagai suatu kurva yang menggambarkan sifat hubungan 
antara harga barang tertentu dengan jumlah barang yang diminta para 
pembeli.Dengan demikian, hubungan antara harga barang dengan jumlah barang 
yang diminta adalah negatif atau berbanding terbalik. Bentuk umum fungsi 
permintaan adalah 
𝑃 = 𝑎 − 𝑏 𝑄    atau  Q = a − b P   (2.18) 
                 P 
           a           Q = a- bP 
         
        Q 
Gambar 2.1 Kurva Permintaan 
                                                          







Q : jumlah barang yang diminta 
P : harga barang per unit 
a : angka konstanta (berupa angka) 
b : gradien atau kemiringan (yang ada hurufnya) 
Adapun syarat mutlak fungsi permintaan adalah 
a. Nilai a harus positif (+) 
b. Nilai b harus negatif (-) 
Untuk menentukan fungsi permintaan atau persamaan kurva penawaran dapat 






     (2.19)       
Contoh 2.10 : 
Jika harga barang Rp80,00 per unit, maka jumlah permintaan 10 unit. Dan jika 
harga barang Rp 60,00 per unit, maka jumlah permintaan 20 unit. Tentukan 













10𝑃 − 800 = 20𝑄 + 200 









Jadi, fungsi permintaannya adalah Q = 50 –
1
2
𝑃   
Untuk menggambar grafik fungsi permintaan,caranya dengan menentukan 
titik potong terhadap sumbu 𝑃 dan sumbu 𝑄, yaitu: 
a. memotong sumbu P, syaratnya Q = 0, maka  
0 = 50 – ½ P 
½ P = 50 
P = 100 
b. memotong sumbu Q, syaratnya P = 0, maka  
Q = 50 – ½ (0) 
Q = 50 
        P  
100 
 
50  Q = 50 – ½ P 
                                                          Q 
                   0                50 
E.  Penawaran 
Harga suatu barang selalu di pandang sebagai faktor yang sangat penting 





(supply) selalu menfokuskan perhatiannya pada hubungan antara tingkat harga 
dengan jumlah barang yang di tawarkan.21 
Penawaran adalah banyaknya barang yang di tawarkan oleh penjual pada 
suatu pasar tertentu, pada periode tertentu dan pada tingkat harga tertentu. 
Sebagaimana juga halnya dengan permintaan, maka pada teori penawaran juga di 
kenal apa yang dinamakan jumlah barang yang di tawarkan dan penawaran. 
Penawaran adalah gabungan seluruh jumlah barang yang ditawarkan oleh penjual 
pada pasar tertentu , periode tertentu dan pada berbagai tingkat harga  tertentu.22 
 Keinginan para penjual dalam menawarkan barangnya pada berbagai 
tingkat harga ditentukan oleh beberapa faktor, yaitu: 
1. Harga barang itu sendiri dan harga barang lain  
Jika harga barang naik, penawaran akan meningkat. Sebaliknya, jika harga 
barang rendah, penawaran akan menurun. 
2. Biaya produksi 
Biaya adalah yang dikeluarkan untuk memproduksi barang dan jasa mencakup 
biaya tenaga kerja, bahan baku, sewa gedung, mesin, tanah, biaya administrasi, 
bunga (bagi yang menggunakan jasa bank konvensional), pajak dan biaya 
lainnya. Secara prinsip akutansi, yang di maksud biaya adalah semua item yang 
tercantum dalam neraca rugi laba 
3. Tingkat teknologi yang digunakan 
Teknologi adalah penemuan dan peningkatan teknologi yang diterapkan untuk 
menentukan biaya produksi, misalnya penggunaan komputer, robot, 
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22 Iskandar Putong. Ekonomi Mikro & Makro.(Jl. Pramuka Raya 4 Jakarta, Ghalia 





otomatisasi produksi. Jika diterapkan teknologi baru, mengakibatkan biaya 
produksi semakin rendah maka akan meningkatkan penawaran. Begitu pula 
dengan penerapan sistem manajemen yang mampu mempertinggi efisiensi 
biaya produksi, maka penawaran akan meningkat atau kurfa penawaran akan 
bergeser kekanan. Artinya, dengan harga tertentu yang berlaku dipasar akan 
lebih banyak jumlah barang yang akan ditawarkan karena biaya yang lebih 
rendah dalam memproduksinya. 
4. Jumlah penjual  
Jumlah penjual memberi dampak langsung terhadap penawaran. Makin banyak 
jumlah penjual yang mampu menjual pada tingkat harga tertentu maka makin 
tinggi penawaran.  
5. Kondisi alam 
Kondisi alam seperti terjadi bencana alam akan mengakibatkan penawaran 
barang-barang tertentu akan berkurang khusunya barang-barang hasil 
pertanian. 
6. Ekspektasi 
Ramalan terhadap masa yang akan datang adalah faktor yang sangat penting 
bagi supplier untuk membuat keputusan produksi. Jika diperkirakan harga 
barang mereka akan naik pada masa yang akan datang, mereka dapat 
menyimpan barang mereka beberapa hari agar dapat menjualnya kemudian hari 
sehingga mendapat keuntungan yang lebih tinggi.23  
                                                          






Fungsi penawaran adalah fungsi yang menunjukkan hubungan antara 
harga (P) dengan jumlah barang (Q) yang ditawarkan. Fungsi penawaran harus 
sesuai dengan hukum penawaran yang menyatakan bahwa Bila harga barang naik, 
maka jumlah penawarannya bertambah dan bila harga barang turun, maka jumlah 
penawarannya berkurang. 
Dengan demikian, hubungan antara harga barang dengan jumlah barang 
yang ditawarkan adalah positif atau berbanding lurus. Bentuk umum fungsi 
penawaran adalah 
𝑃 = 𝑎 + 𝑏 𝑄    atau  Q = a + b P   (2.20)  
           
 P 
             Q = - a + bP 
 
              Q 
                           -a 
 
 
Gambar 2.2 Grafik Penawaran 
Keterangan: 
Q : jumlah barang yang ditawarkan 





a : angka konstanta (berupa angka) 
b : gradien atau kemiringan (yang ada hurufnya) 
Adapun syarat mutlak fungsi penawaran adalah 
a. Nilai a boleh positif dan negatif (+/-) 
b. Nilai b harus negatif (-) 
Untuk mencari persamaan fungsi penawaran, rumusnya sama dengan rumus 







Contoh 2.11 : 
Pada saat harga Rp60,00 per unit, jumlah penawarannya 20 unit. Dan jika harga 














20𝑄 − 400 = 10𝑃 + 600 
              20𝑄 = 200 + 10𝑃 









Untuk membuat grafik fungsi penawaran, caranya dengan menentukan titik 
potong terhadap sumbu P dan sumbu Q, yaitu: 
a. memotong sumbu P, syaratnya Q = 0, maka 
0 = -10 + ½ P 
-1/2 P = -10 
P = 20 
b. memotong sumbu Q, syaratnya P = 0, maka 
Q = -10 + ½ (0) 
Q = -10 
            P 
          20     
     
          10     
                                
   -10                0              
F. Penentuan Harga Keseimbangan 
Pengertian harga keseimbangan adalah harga yang terbentuk dari titik 
pertemuan kurva permintaan dan kurva penawaran. Terbentuknya harga dan 
kuantitas keseimbangan merupakan hasil kesepakatan antara si konsumen dan 
produsen di mana kuantitas yang diminta dan yang ditawarkan sama besarnya. 
Jika keseimbangan ini telah tercapai, biasanya titik keseimbangan tersebut 







Harga adalah perwujudan nilai tukar atas suatu barang/jasa yang 
dinyatakan uang. Oleh karena itu, harga merupakan nilai tukar obyektif atas 
barang/jasa dan nilai tukar obyektif itu sendiri adalah harga pasar atau harga 
keseimbangan. Harga pasar tidak terbentuk secara otomatis akan tetapi melalui 
suatu proses mekanisme pasar yakni tarik menarik antara kekuatan pembeli 
dengan permintaannya dan kekuatan penjual dengan penawarannya. 
 Untuk keperluan tersebut perlulah ditentukan dua persamaan, yaitu 
persamaan permintaan dan persamaan penawaran. Bentuk umum kedua –dua 
persamaan itu  
1. Persamaan permintaan 
𝑄𝑑 = 𝛼 − 𝛽𝑃                     (2.21)  
2. Persamaan penawaran                                                               
𝑄𝑠 = −𝛾 + 𝛿𝑝     (2.22)                                                                                 
Telah diterangkan bahwa keseimbangan pasaran dicapai apabila kuantitas yang 
diminta sama dengan kuantitas yang ditawarkan24. Dengan demikian secara 
matematik syarat keseimbangan adalah 
𝑄𝑑       =       𝑄𝑠  
                                   atau 
𝛼 − 𝛽𝑃   = −𝛾 + 𝛿𝑝     (2.23)  
 
                                                          












     
 
   
  
       𝑷𝒆              Titik Keseimbangan 
 
        𝑸𝒆 
       Gambar 2.3 Grafik Keseimbangan Pasar 
Contoh 2.12 : 
Permintaan karet alam di suatu kampong adalah 𝑄𝑑 = 22000 − 2𝑃 dan 
penawarannya adalah 𝑄𝑠 = −3000 + 3𝑃. Berapakah harga karet alam dan 
kuantitas karet yang diperjual belikan? 
Berdasarkan persamaan diatas keseimbangan dalam pasar itu akan tercapai 
apabila: 
−3000 + 3𝑃 = 22000 − 2𝑃 
5𝑃 = 25000 
𝑃 = 5000 
Perhitungan diatas menunjukkan bahwa tingkat harga adalah 5000 (rupiah). Untuk 
menentukan kuantitas yang diperjual belikaan 𝑄𝑑 pada harga keseimbangan perlu 
ditentuka. Didapat: 
𝑄𝑑 = 22000 − 2𝑃 







= 12000    
Perhitungan ini menunjukkan sebanyak 12000 kilogram karet alam diperjual 
belikan. Dengan menggunakan persamaan penawaran, nilai yang sama akan 
diperoleh, yaitu: 
𝑄𝑆 = −3000 + 3𝑃 







A. Jenis Penelitian 
Jenis penelitian yang dilakukan berdasarkan dengan tema pembahasan 
tersebut adalah kajian kepustakaan, yaitu dengan meneliti, mengkaji dan 
menyelidiki dokumen atau leteratur serta tulisan yang berkaitan dengan penelitian 
ini.. 
B. Lokasi dan Waktu Penelitian 
Tempat dan waktu penelitian adalah di perpustakaan UIN Alauddin 
Makassar. Pada penulisan ini menyangkut masalah kajian teori tentang Solusi 
Persamaan Differensial Linear Tak Homogen dengan Metode Variasi Parameter 
(Model Pasar dengan Ekspektasi Harga) dilaksanakan pada bulan oktober 2015 
C. Prosedur Pelaksanaan Penelitian 
Didalam penelitian yang penulis menyusun beberapa langkah-langkah 
penelitian atau prosedur penelitian yang akan menjadi acuan dalam melakukan 
penelitian. Adapun prosedur penelitian yang akan dilakukan yaitu sebagai berikut: 
1. Menentukan model matematika tentang kecenderungan harga terhadap 
variabel permintaan dan penawaran. 
2. Menyusun kembali model sehingga membentuk sebuah persamaan. 
3. Mengambil suatu kasus dengan menggunakan model matematika 
permintaan dan penawaran. 
4. Mengubah model persamaan menjadi persamaan differensial tak 







1 + 𝑎0(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) 
Dimana jika f(x)=0 maka disebut PD linear homogen sedang bila f(x)≠0 
maka disebut PD linear tak homogen. 
5. Menentukan solusi persamaan homogen (yh) 
yh = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 
6. Menentukan solusi tak homongen (yp)  
yp =𝑦1𝑢1 + 𝑦2𝑢2 
7. Menentukan fungsi u1 dan u2 pada persamaan tak homongen (yp)  
𝑦1𝑢1
′ + 𝑦2𝑢2





′ = 𝑟/𝑎 


















































     













yp = 𝑦1𝑢1 + 𝑦2𝑢2 
9. Membuat bentuk umum persamaan differensial dengan Mensubsitusi 
persamaan homongen (yh) dan persamaan tak homongen (yp) pada 
persamaan: 
𝑦 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝 
Diperoleh solusi persamaan differensial linear tak homogen dengan 




HASIL DAN PEMBAHASAN 
A. Hasil Penelitian 
Model pasar dinamis, baik 𝑄𝑑 (permintaan) maupun 𝑄𝑠 (penawaran) diambil 
berupa fungsi harga sekarang P saja. Informasi tentang kecenderungan harga 






. Untuk mempertimbangkan 
kecenderungan harga . sekarang masukkan derivatif-derivatif tersebut sebagai 
argument tambahan dalam fungsi permintaan dan penawaran: 
𝑄𝑑 = 𝐷[𝑃(𝑡), 𝑃
′(𝑡), 𝑃"(𝑡)]   (4.1)                                                                
𝑄𝑠 = 𝑆[𝑃(𝑡), 𝑃
′(𝑡), 𝑃"(𝑡)]    (4.2)                                                                        
Jika membatasi pada linear dari fungsi tersebut dan menyederhanakan notasi 
untuk variabel bebas 𝑃, 𝑃′ dan 𝑃", dapat dituliskan 
𝑄𝑞 = 𝛼 − 𝛽𝑃 + 𝑚𝑃
′ + 𝑛𝑝" 𝛼, 𝛽 > 0  (4.3) 
𝑄𝑠 = −𝑦 + 𝛿𝑃 + 𝑢𝑃
′ + 𝑤𝑃"      𝑦, 𝛿 > 0  (4.4) 
Telah diterangkan bahwa keseimbangan pasar dicapai apabila kuantitas yang 
diminta sama dengan kuantitas yang ditawarkan. Dengan demikian secara 
matematik syarat keseimbangan adalah: 
𝛼 − 𝛽𝑃 + 𝑚𝑃′ + 𝑛𝑃" = −𝑦 + 𝛿𝑃 
𝑛𝑃" + 𝑚𝑃′ − 𝛽𝑃 + 𝛼 = 𝛿𝑃 − 𝑦 





 𝑛𝑃" + 𝑚𝑃′ − (𝛽 + 𝛿)𝑃 = −(𝛼 + 𝑦) 














               𝑐 =
𝛽 + 𝛿
𝑛




Kasus   
Misalkan fungsi permintaan dan penawaran  
𝑄𝑑 = 40 − 2𝑃 − 2𝑃
′ + 𝑃" 
𝑄𝑆 = −5 + 3𝑃 
Dengan 𝑃(0) = 12 dan 𝑃′(0) = 1  
Dalam kasus ini, nilai parameter adalah 





















           𝑃” − 2𝑃′ − 5𝑃 = 45 
𝑃” + 2𝑃′ + 5𝑃 = 0 






−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐
2𝑎
 
        =
−2 ± √22 − 4(1)(5)
2(1)
 
        =
−2 ± √4 − (20)
2
 








                      = −1 ± 2i 
             𝑟1 = −1 + 2𝑖                   𝑟2 = −1 − 2𝑖 
Karena 
21 , rr  merupakan bilangan kompleks  (imajiner) maka akar-akar kompleks 
tersebut mempunyai ,solusi umum persamaan differensial yang mempunyai akar-
akar kompleks bedasarkan pada persamaan (2.5) adalah 
𝑦ℎ = 𝑐1𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 + 𝑐2𝑒
−𝑥 sin 2𝑥 
Selanjutnya, menentukan nilai 𝑦𝑝 dari persamaan differensial semula diperoleh: 
𝑟(𝑥) = 45   dan     𝑎(𝑥) = 1 
Dengan menggunakan metode variasi parameter peenyelesaian khusus 𝑦𝑝 di 
berikan oleh: 
𝑦𝑝 = 𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 𝑢1 +𝑒
−𝑥 sin 2𝑥  𝑢2 
ambil 𝑦1 = 𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 dan 𝑦2 = 𝑒
−𝑥 sin 2𝑥. Jika 𝑦1 dan 𝑦2 di differensialkan 
terhadap x diperoleh, 
𝑢 = 𝑒−𝑥                                                              





𝑣 = cos 2𝑥                                                                    
𝑣′ = −2 sin 2𝑥 
𝑢𝑣 = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′              
𝑢𝑣 = −𝑒−𝑥. cos 2𝑥 + 𝑒−𝑥 . −2 sin 2𝑥    
 
𝑢 = 𝑒−𝑥 
𝑢′ = −𝑒−𝑥 
𝑣 = sin 2𝑥 
𝑣′ = 2 cos 2𝑥  
𝑢𝑣 = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 
𝑢𝑣 = −𝑒−𝑥. sin 2𝑥 + 𝑒−𝑥 . 2 cos 2𝑥 
𝑦1
′ = −𝑒−𝑥(cos 2𝑥 + 2 sin 2𝑥) 
𝑦2
′ = −𝑒−𝑥(sin 2𝑥 − 2 cos 2𝑥) 
Selanjutnya fungsi 𝑢1 dan 𝑢2 di peroleh dari: 
[
𝑒−𝑥 cos 2𝑥 𝑒−𝑥 sin 2𝑥

















𝑒−𝑥 cos 2𝑥 𝑒−𝑥 sin 2𝑥
−𝑒−𝑥(cos 2𝑥 + 2 sin 2𝑥) −𝑒−𝑥(sin 2𝑥 − 2 cos 2𝑥)| 
     = [𝑒−𝑥 cos 2𝑥 .−𝑒−𝑥(sin 2𝑥 + 2 cos 2𝑥)] − [𝑒−𝑥 sin 2𝑥 .−𝑒−𝑥(cos 2𝑥 +
            2 sin 2𝑥) 
     = [𝑒−𝑥 cos 2𝑥 (−𝑒−𝑥 sin 2𝑥 + 𝑒−𝑥2 cos 2𝑥)] − [𝑒−𝑥 sin 2𝑥 (−𝑒−𝑥 cos 2𝑥 −





     = [−𝑒−2𝑥 cos 2𝑥 . sin 2𝑥 + 𝑒−2𝑥 2 𝑐𝑜𝑠22𝑥] − [−𝑒−2𝑥 sin 2𝑥 . 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 
 𝑒−2𝑥2𝑠𝑖𝑛22𝑥]   
      = −𝑒−2𝑥 cos 2𝑥. sin 2𝑥 +𝑒−2𝑥 2  𝑐𝑜𝑠22𝑥 + 𝑒−2𝑥 sin 2𝑥. 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 
            𝑒−2𝑥2𝑠𝑖𝑛22𝑥    
      = 𝑒−2𝑥 2  𝑐𝑜𝑠22𝑥 +  𝑒−2𝑥2𝑠𝑖𝑛22𝑥    
      = 𝑒−2𝑥(2  𝑐𝑜𝑠22𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛22𝑥) 










     = |
0 𝑒−𝑥 sin 2𝑥
45 −𝑒−𝑥(sin 2𝑥 − 2 cos 2𝑥)
| 
     = 0 . −𝑒−𝑥(sin 2𝑥 − 2 cos 2𝑥) − 𝑒−𝑥 sin 2𝑥 . 45 










       = |
𝑒−𝑥 cos 2𝑥 0
−𝑒−𝑥(cos 2𝑥 + 2 sin 2𝑥) 45
| 
      = 𝑒−𝑥 cos 2𝑥 . 45 − 0 . −𝑒−𝑥(cos 2𝑥 − 2 sin 2𝑥) 
       = 45𝑒−𝑥 cos 2𝑥  






       =  
−45𝑒−𝑥 sin 2𝑥
𝑒−2𝑥










       =
45𝑒−𝑥 cos 2𝑥
𝑒−2𝑥
= 45𝑒𝑥 cos 2𝑥 











     = ∫45𝑒𝑥 cos 2𝑥 = 9𝑒𝑥 cos 2𝑥 + 18𝑒𝑥 sin 2𝑥  
Oleh karena itu penyelesaian khusus𝑦𝑝, diberikan oleh, 
𝑦𝑝 = 𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 . 18𝑒𝑥 cos 2𝑥 − 9𝑒𝑥 sin 2𝑥 + 𝑒−𝑥 sin 2𝑥. 9𝑒𝑥 cos 2𝑥 +
18𝑒𝑥 sin 2𝑥   
Jadi penyelesaian umum persamaan differensialnya diberikan oleh, 
𝑦(𝑥) = 𝑦ℎ(𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥) 
Di mana 
𝑦ℎ = 𝑐1𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 + 𝑐2𝑒
−𝑥 sin 2𝑥  
𝑦𝑝 = 𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 . 18𝑒𝑥 cos 2𝑥 − 9𝑒𝑥 sin 2𝑥 + 𝑒−𝑥 sin 2𝑥. 9𝑒𝑥 cos 2𝑥 +
18𝑒𝑥 sin 2𝑥  
𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 + 𝑐2𝑒
−𝑥 sin 2𝑥  
Untuk mencari nilai 1c  dan 2c , maka digunakan nilai awal 𝑦(0) = 12 dan  





- Syarat awal 𝑦(0) = 12 
𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 + 𝑐2𝑒
−𝑥 sin 2𝑥  
𝑦(0) = 𝑐1𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 + 𝑐2𝑒
−𝑥 sin 2𝑥 
𝑦(0) = 𝑐1𝑒
−(0) cos 2(0) + 𝑐2𝑒
−(0) sin 2(0) 





Jadi 𝑐1 = −12 
- Syarat awal 𝑦”(0) = 1 
𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 + 𝑐2𝑒
−𝑥 sin 2𝑥  
𝑦(0) = 𝑐1𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 + 𝑐2𝑒
−𝑥 sin 2𝑥 
𝑦’(0) =  𝑐1−𝑒
−𝑥 sin 2𝑥 +𝑐2−𝑒
−𝑥 cos 2𝑥 
𝑦′(0) =  𝑐1−𝑒
−(0) sin 2(0) + 𝑐2−𝑒
−(0) cos 2(0) 





Jadi 𝑐2 = −1 
Jadi solusi umumnya adalah  
𝑦 = −12𝑒−𝑥 cos 2𝑥 + − 1𝑒−𝑥 sin 2𝑥 + 𝑒−𝑥 cos 2𝑥 . 18𝑒𝑥 cos 2𝑥 − 9𝑒𝑥 sin 2𝑥 +










Pada penelitian ini, penulis mencari solusi persamaan differensial linear 
tak homogen dengan metode variasi parameter menggunakan model pasar dan 
ekspektasi harga. Pada model pasar dinamis, baik permintaan (𝑄𝑑) dan penawaran 
((𝑄𝑠) dapat diambil fungsi harga sekarang yang bernilai P. Untuk 
mempertimbangkan kecenderungan harga, fungsi-fungsi derivative tersebut 
dimasukkan kedalam fungsi permintaan dan penawaran.  
 Untuk membatasi linear dari fungsi diatas dapat disederhanakan notasi 
untuk variabel bebas 𝑃, 𝑃′ dan 𝑃′′ yang dituliskan sebagai berikut : 
𝑄𝑞 = 𝛼 − 𝛽𝑃 + 𝑚𝑃
′ + 𝑛𝑝"         𝛼, 𝛽 > 0  
𝑄𝑠 = −𝑦 + 𝛿𝑃 + 𝑢𝑃
′ + 𝑤𝑃"      𝑦, 𝛿 > 0                                 
dimana parameter 𝛼, 𝛽, 𝛾 dan 𝛿 adalah hanya meneruskan dari model pasar 
terdahulu sedangkan 𝑚, 𝑛, 𝑢 dan 𝑤 adalah baru. Keempat parameter yang baru itu 
yang tandanya belum dibatasi, meliputi ekspektasi harga pembeli dan penjual . 
misalnya, jika 𝑚 > 0, kenaikan harga akan menyebabkan 𝑄𝑑 naik. Ini 
menunjukkan bahwa pembeli memperkirakan kenaikan harga akan terus terjadi 
dan oleh karena itu, lebih senang menaikkan pembeliannya sekarang, bila harga 
secara relative tetap rendah. Di lain pihak, kebalikan tanda untuk m menyatakan 
ekspetasi harga dari pembalikan kecenderungan harga, sehingga pembeli akan 
memilih untuk menurunkan kembali pembelian sekarang dan menunggu agar 
harga lebih rendah. Pemasukan parameter n membuat perilaku pembeli juga 





memasukkan elemen spekulasi harga yang besar kedalam modal. Parameter u dan 
w memiiki implikasi yang sama terhadap gambaran sisi penjual.Untuk 
penyederhanaan akan menganggap bahwa hanya fungsi permintaan yang berisi 
ekspektasi harga. Secara khusus, dimisalkan m dan n bukan nol, tetapi 
umpamakanlah u=w=0 .selanjutnya anggaplah bahwa pasar adalah bebas pada 
setiap titik waktu kemudian dapat menyamakan fungsi permintaan dan penawaran 
untuk memperoleh persamaan differensial. Dan setelah memperoleh model 
persamaan differensial dengan fungsi permintaan dan penawaran, selanjutnya kita 
misalkan fungsi permintaan dan penawaran dengan nilai parameter 𝛼 = 40, 𝛽 =
2, 𝑦 = 5, 𝛿 = 3,𝑚 = −2, 𝑛 = −1 dan setelah nilai parameter di masukkan 
kedalam  model persamaan ,maka terbentuklah persamaan differensial tak 
homogenya, kemudian dicari nilai akar-akar dari persamaan karakteristiknya 
untuk memperoleh persamaan (𝑦ℎ).selanjutnya untuk menentukan solusi tak 









 di peroleh selanjutnya dari nilai itu kita menghitung nilai 𝑢1 dan 
𝑢2nya. Selanjutnya nilai 𝑢1 dan 𝑢2 disubtitusikan pada persamaan tak 
homogen(𝑦𝑝). Selanjutnya untuk mendapatkan nilai 𝑐1dan 𝑐2 maka digunakan 
nilai awal 𝑦(0) = 12 dan   𝑦
′(0) = 1. Setelah nilai 𝑐1dan 𝑐2 diperoleh maka 
persamaan (𝑦ℎ) dan (𝑦𝑝) disubtitusikan sehingga diperolehlah persamaan 
differensial linear tak homogen dengan metode variasi parameter menggunakan 
model pasar dengan ekspektasi harga. 
𝑦 = −12𝑒−𝑥 cos 2𝑥 + − 1𝑒−𝑥 sin 2𝑥 + 𝑒−𝑥 cos 2𝑥 . 18𝑒𝑥 cos 2𝑥 − 9𝑒𝑥 sin2𝑥 + 






Berdasarkan rumusan masalah yang ada serta hasil yang diperoleh dari 
penelitian ini, maka dapat disimpulkan bahwa solusi persamaan differensial linear 
tak homogen dengan metode variasi parameter menggunakan model pasar dan 
ekspektasi harga   
𝑦 = −12𝑒−𝑥 cos2𝑥 + − 1𝑒−𝑥 sin 2𝑥 + 𝑒−𝑥 cos2𝑥 . 18𝑒𝑥 cos 2𝑥 − 9𝑒𝑥 sin2𝑥 +
𝑒−𝑥 sin 2𝑥. 9𝑒𝑥 cos2𝑥 + 18𝑒𝑥 sin2𝑥  . 
B. Saran 
Pada penelitian ini membahas persamaan differensial biasa lineat orde 
dua dengan penerapannya di kehidupan sehari-hari yaitu model pasal dengan 
ekspektasi harga menggunakan metode Variasi Parameter. Peneliti mengharapkan 
adanya penelitian lebih lanjut mengenai persamaan differensial orde-n 
menggunakan metode Variasi Parameter atau metode-metode banyak langkah 
yang lain. 
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